TNLYVEE] CALCULO

DE PRIMITIVAS

Pagina 352

Concepto de primitiva

POTENCIAS
1.a)J1=x b)J2=2x c)J\/E=\/Ex
2. a)J.Zx=x2 b)J'x=x—2 c)J‘?)x=Si
2 2
_7x Jﬁ X J’ _ V2 a2
3. a) J7x 5 b) 3 ¢ c) V2 x 5
TRSYERCERS b) [z - x; o [2x2 - 279“3
6 6
5. a) J‘6x5 = x0 b) Jx5 = % ) J‘st - 3%
6. a) J.(—l)x‘z —x1=1 b) jx—z _xt -1 C)J'i _ 5
X -1 X x2 X
k+
7. a)J(k+1)x""=xk+1 b)Jxk= Xkt
k+1
S.a)"‘%xl/2=x3/2=m b)J-%\/;=J‘%x1/2=x5/2=\/F

0.) [V - 2[2a - 2o n 255 p) [7l = 7[ o - L

10.a)J@=J.@@=\/§J\/;=ﬁ@=2_@

b)_[m Jﬁf J'\/___ £r=ir_ \4?
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1 1
11. a) J.—x‘l/z = x12 = \x b)J— =
2 2Vx
3 1 5 6
12.a)J—=3j— =3V b)_[ 2 = 2+5x
2Vx 2\x Vsx 5 2\V5x 5
5/ = =
13.a) [Vad - [w02- D223 b [V7ad - T [N - 2
14.a)J.l=ln | x| b)J——— —=lln|5x|
x 5
1 3 _3|_2 _3
15'a).[x+5 n|x+ 5] b)J2x+6 7 i R
I U DU e U Jl= J‘L_—_Z_i
16. a)j x3 Ix ) X2 b) X3 X3 2x? X2
-3 _ (.X' -1
17. a)J(x_ o J(x 3) Te
oty it
) (x—3)3 ° (x-37  2x-
18.a)J( J 1/(——7/6 - 0N
x1/3 7
b)‘[@ 6/27x3 /27J' ve_ 6 227 ¢ _ 6 [ 2747
25x2 7 25 7 25

Pagina 353

TRIGONOMETRICAS

19. a) Jcos X =senx

20. a) J-cos (x + 1) = sen (x+ £)
2 2

21. a) J(—sen X) = cos x

22. a) J.sen(x— ) = —cos (x — )
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b)JZ cos x =2 senx

b) Jcos 2x = %J’Z cos 2x = % sen 2x

b) J.sen X =—COSs X

b) J.sen 2x = %J.Z sen 2x = % cos 2x



23. a) J'Z sen x cos x = Jsen 2x = % cos 2x

b) Jsen X COS X = %IZ Sen X cos x = -1 cos 2x

i
24. 2) J(l + 182 2x) = %J‘Z(l + 1% 2x) = % g 2x

b)J.th 2x=j(l + 1g? 2x—1)=j(1 + 1g? Zx)—J.l = % 1g 2x — X

1 _ 3 _
25.a)jl+x2—arctgx b)jl+x2—3arctgx
26. a) J‘; = arc tg (2x)

1+ (2x)?

1 1 2 1
b)J. = —J. = — arc tg (2x)
1+4x2 2J1+Qn* 2 s

27.a) J.; = arc sen x b)J.L = arc cos x
V1 - x2 V1 - x2
EXPONENCIALES
28.a)Je"=ex b)J‘e’”1=ex+1
29. a) J-er - lJ’Zer - le.Zx b) Je2x+ 1_ lj282x+ 1= lerJr 1
2 2 2 2
2 5 2 1 2= 1 2
30. a) ij er =¥ b) J.x e¥ = EJerx Ee"
Sl.a)J.axlna=ax b)J.ax=LJ‘axlna= a”
Ina Ina
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1. Calcula las siguientes integrales:
a) f7x4 b) jl 1) J'\/;
22
3 3 NI 3
d)J.\/S? e)J—\/;’r 5x f)J. V5x
3x V3
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D [t =7 - I
E

—1
b>jl=JX‘2=—x k= Tk vk
X2 -1 X

C)J’\I;=J.X1n=—x3/2 +thk= 2V +k
3/2 3

o [ - [(Fan o F L2 o 3150,
5/3 5

J,\/* N J'xm V5532 L ﬁjxl/z -
3

3x 3

1t N5 2 i, =
3 1/3 3 32

f)j\/g J.\/g x3/2 \/7J' 76 _ V5 136 ‘e 6\/—\/_3

V3 13/6 S 13V3
2. Calcula:
a)J'x4—5x2+3x—4 b)J'x4—5x2+3x—4
x x+1
C)J‘x4—5x2+3x—4
x?+1
4

a)j — 5x? +3X 4 J(xg 5x+3_i)=x__5i+3x—4ln|x|+/e

X 4 2

2
b)J' S5x% + 3x — 4 J.(xg_xz_4x+7_ 11 )=
x+1 x+1

4 3
=%_%_2x2+7x—1lln|x+l| +k

C)J’x4_5x2+3x—4=J(x2_6+3x+2)=J'(x2_6+ 3x 2

x2+1 x2+1 x2+1 x2+1
Jeefor s gt
X2+ 1 x2+1
x3 3

=__6X+Eln(x2+1)+2m’ctgx+/e

3 3
d)j o =J(x2+2x+4+ 8 )=x—+x2+4X+81”|x—2|+/€
x—2 X =2 3
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1. Calcula:

a) jcos4 x sen x dx b) J2se” X cos x dx

5
COS” X +hk

a) J.cos4 x sen x dx = —J.cos4 x(=sen x) dx = —

b) jZSeM cos x dx = L_'.25"’”“ cosx-In2dv=22" +p
n?2 n?2
2. Calcula:
a) jcotg.xdx b)J 5% gx
xt+1
a) J‘col‘gxaix=jﬂ dx=1In |senx| +k
sen x
_ SJ' -5 . 2
b dx= = | —==—dx==arctg(x*) + k
k 4+1 21+ (? 2 e
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3. Calcula: J‘S; dx
e
Hacemos el cambio x = 19, dx = 613 dt:
1 1 61>
—_ dx=J’%— 61> dt=j— dt = | =— dz‘—6j— dt =
J.\/F—\/} \GEE - 13 z‘—1

=6J(t+1+ ! )dt=6j(t—2+t—ln|t—1|)+/e=
t—1 2

=6(g+g/§—ln|({/§—1|)+Ie=3%+6%—6ln Vx 1] +&

4. Calcula:

Ide
V1 — x2
Hacemos el cambio V1 —x? =¢ — 1-x?2=12 — x=+1-12

dx=——1_ 4

N1 -2
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2
=J“1;t : "2dt=J-1d¢=-z+/e=—V1—x2+/e
t 1-1

Jvﬁ @
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1. Calcula: jx sen x dx

Llamamos I = Jx sen x dx.

u=x du=dx
I=-xcosx+ |cosxdx=-xcosx+senx+Pk
dv = sen x dx, v =—cosx

2. Calcula: jx arc tg x dx

Llamamos [ = Jx arc 1g x dx.

u=arcitgx, du= dx
1+ x?
52
dv=xdx, v="—
2
52 2
I——alrctgx——J.(x—)dx=x—arcz‘gx—l (1— )dx=
2 + 2 2 1+ x?2

2 2
= x? arctgx—%[x—arctgx] +hk= %arctgx—%x+%arctgx+/e=

2
='x—+1arctgx_lx+]e
2 2
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3x2—5x+1

1. Calcula:
alcula; x_4

dx

2
J‘5x S.X'+1 dx=J.(3x+7+%)d 3‘; +7x+29ln|x 4|+/€

2
2. Calcula: IM dx
2x+1

2
3x% —5x + 1 dx:J(5 13, 17/4)0136=

_x__
2x + 1 2 4 2x+1
2 2
3. B, 17y, [2x + 1| wp=3 B, 1y, |[2x+ 1| + 4k
22 4 8 4 4 8
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3. Calcula:
2_
a) JM dx b) Jm dx
x3—x (x-1)3
a) Descomponemos la fraccion:
S5x—3 _ 5x—3 A, B ,_C
B-x xx-Dxx+1D x x-1 x+1

Sx—3 _ Alx—D(x+ D +Bx(x+ 1D + Cx(x—1)

3 x(x— D+ 1D

Sx=3=Ax-D(x+ D+ Bx(x+ 1+ Cx(x—1

Hallamos A, B 'y ¢ dando a x los valores 0, 1 y —1:

x=0 = 3=-4 = A=3
x=1 = 2=2B = B=1
=-1 = 8=2C = C=-4

Asi, tenemos que:

5X_adx=j(é+ 1 __4 dx=3In|x|+n|x-1| -4n|x+1| +k

X3 —x X x—1 x+1

b) Descomponemos la fraccion:

¥-20+6 _ A ., B . C _ Ax-1’+Bx-D+C
(x -1 x=1  (x-12 (x-13 (x—1)3
X2 -2x+6=Ax-1?+Bx-D+C
Dando a x los valores 1, 0 y 2, queda:
x=1 = 5=C A=1
x=0 = 6=A-B+C ; B=0
x=2 = 6=A+B+C | C=5
Por tanto:
2 _
dex:‘[( 1, 5 )dx n|x-1] - > +k
(x—1)3 x=1  (x-1)3 2(x — 1)?
4. Calcula:
x3+22x2-12x+8 J' x3—4x?%+ 4x
a dx b
)J. x4 —4x2 ) x4 —2x3 —4x2 + 8x
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a) xt —dx? = x2(x2 - 4) = x2(x— 2D (x + 2)

Descomponemos la fraccion:

x3+22x2 - 12x + 8
x2(x—2)(x+2)

_A,B
X xz

x3+22x2 - 12x+ 8
x2(x—2)(x+2)

_ Ax(x = 2)(x + 2) + Blx — 2)(x + 2) + Ox*(x + 2) + Dx*(x — 2)
x2x—2)(x + 2)

3+ 22x%2 —12x+ 8 =Ax(x—2)(x + 2) + Blx = 2)(x + 2) + Cx2(x + 2) + Dx*(x — 2)

Hallamos A, B, C y D dando a x los valores 0, 2, -2y 1:

x=0 = 8=-4B = B=-2
x=2 = 80=16C = C=5
x=-2 = 112=-16D = D=-7
x=1 = 19=-34-3B+3C-D = -34=-9 = A=3
Por tanto:
3 2 _
J’x +224x 12x+8dx=J'(i_i+ 5 7 Nux-=
x4 4x2 X x2 x=2 x+2

- 3 In|x]| +%+Sln|x—2| —Tin|x+2| +k

b) La fracciéon se puede simplificar:

X3 —4x? + 4x x(x—2)? 1

w203 —dx2 + 8x  x(x—2)%(x+2) x+2

3 _ 2
j A7 = AT dx=J~ 1 dx=In|x+2| +k
X% — 2x3 — 4x% + 8x x+2
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 Calcula las siguientes integrales inmediatas:

a)J(4x2—5x+7)dx b)J% C)J.ﬁdx d)j(x—sen x)dx

3 2
a)j(4x2_5x+7)dx=%_%+7x+k
b)j,dx: x*l/SdX=x4/5+k=5W+k

Vx 4/5 4
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ww

(7.3 N

c)j ! dx=lln|2x+7| +k
2x+7 2

2
d)J.(x—senx)dx= XT +coxx+ Rk

Resuelve estas integrales:

2) J'(x2 +4x) (22— 1) dx b) J(x— 13 dx
c)j@dx d)J.(senx+ eX)dx

. 5 3
a)J.(xz+4x)(x2—1)dx=J.(x4+4x5—x2—4x)dx=x?+x4—x?—2x2+/e

b)j(x—1)5dx=¢+/e

3/2 \ 33
C)J.\/37de=J.\gxl/2dx=\/§—§/2 t k=2 ;X +k

d)j(senx +eX)dx=—cosx+eX+k

Calcula las integrales siguientes:

a)ﬁ/%dx b)jsen(x—4)dx c)j 7 _dx d)j(ex+3e‘x)dx
COS™ X

A% o= L[5 g L & =515,x_4
a)J. de 52Jx dx 5\/§m+/e y 5 +h

b)jsen(x— £ dx = —cos (x— 4) + &

C)J‘ 7 dx=7tgx+k
cos? x

d I(e“ +3e M) dx=e*-3e X +k

Halla estas integrales:

a)f%dx b)j dx c)J.x“/;dx d)J' 3 ax

x—1 x? 1+ x2

a>jidx=zm|x| s
X
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b)j AX_ _pyx—1] +k
x—1

C)J.X+;/;dx=J.(l+x‘3/z)dx=ln|x| N
x x Ve

d)J 5 dx=3arcigx+k
1+ x?

6 Resuelve las siguientes integrales:

a)j% )j(x 4)? C)j(x—4)2dx )J(x 4)3

a)J.xaEC4 =Injx—4| +k

dx -1
b - k
i b "
c)_[(x—4)2¢x=(x‘3—4)5+/e
d J(x 4)—5d—w+/€=;+/@
(x— )3 -2 2(x — 4)?

6 Halla las siguientes integrales del tipo exponencial:

a)J.ex‘/*dx b)J.e‘2x+9dx C)J.e5x dx d)J.(Sx—x3)dx
a)Jex‘4dx=ex‘4+k
b)Je‘ZX+9 dx = %J.—Ze‘z’“9 dx = %e—2x+9 +k

o) Jesx dx = %J.Sesx dx = %esx +h

X _ A3 = 3_x _‘x_4
d)j(s e

7 Resuelve las siguientes integrales del tipo arco tangente:

a)"'ﬁ b)J' 4 dx o [ 3dx @J' 2dx2

3+ x2 4x%+1 1+9x

a)J —J 1/4 dx=lJ‘—1/2 dx=lmfctg( )+/e
4 + x2 1+ (x/2)2 2J 1+ (x/2)2 2
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b)J. 4 dx =J. 4/3 dx = 4\@]. AE dx = i3 mfctg(i)+/e
3+a2 1+ (eA3) 1+ (x/V3)? 3 3

_Sdx SJ‘ 2dx _ _ arctg(Zx)+/e

4o + 1 Q2x)?%+1
dJ’ 2dx  _ J‘ _ddx =2m’ctg(5x)+/€
1+ 9x 1+ (Bx)z 3

8 Expresa las siguientes integrales de la forma:

dividendo . resto
———— = cociente + ————
divisor divisor

y resuélvelas:

x2—_5x+4 x2+2x+4 x3 - 3x2+x—1
a)j =+ 1 dx b)j ot 1 dx @j dx

2
a)jx_SX+4 dx=j(x—6+ )dx=x7—6x+101n|x+l|+/e

x+1

2 2
b)jwdx=J(x+l+ 5 )dx=x—+x+31n|x+1|+/e
x+1 x+1 2

3 _
c)jx —xtt a1 dx=J-(x2—x—1— 5 )dx=
xX—2

2
=——X7—x—3ln|x—2| +k

9 Halla estas integrales sabiendo que son del tipo arco seno:
dx dx e* dx
W [~ [ 2= o] o L
V1 —4x2 @ V4 — x2 V1 — e2x xV1 = (In x)?

1 2 dx

dx
o[ 2
V1 —4x2 20 412 w2

= % arc sen (2x) + k

1/2 dx

b)j X -
V4 — x2 V1 = (x/2)?

= arc sen (%) +k

dx = arc sen (e¥) + k

o Free [ s

_ 1/x dx = arc sen (In|x|) +k

d
J-x\/l — (In x)? V1 = (I 22
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10 Resuelve las integrales siguientes, sabiendo que son de la forma
[ reo

@Jcosxsen3xdx b)Jerx dx c) Jx—dx d)Jlln3xdx
(x2 +3)> x
4
sen_x |,

a)Jcosxsen5xdx= 1

b)J.erx2 dx = e +k

2 —4
C)J’—xdx - =lj2x(x2+3)‘5dx=l—(x *+3) th=—=L _4p
(x? +3)° 2 2

4
d)j%ln5xdx= ’L4|ﬁ|- ‘R

PARA RESOLVER

11 Resuelve las siguientes integrales:
dx x dx
a)jx/‘exsdx b)jxsenxzdx c)J.— d)J—
V9 — x2 Va2 +5
a) J.x4 e dx = %J.Saﬂ e dx = %exs +k

b)J‘xsenx2 dx = %Jlbcsenxz dx = _71 cos x* + k

dx 1/3 dx X
c) J = = arc sen (—) +k
v V1 - (x/3)? 3

dx
d)I x VxZ+s 4k
Vx +
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12 Resuelve las siguientes integrales:
a)jsenxcosxdx b)-.‘M C)dex d)J _=3x dx
cos’ x
2

sen”x
2

a) Jsenx Ccos X dx =
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i i
b)j sen x dx ——j(—senx)-cos"xdx=—cos X ohp-—1  4p
cosd x —4 4 cost x

C)dex=f(x+3)5/2 dx = (x;/32)7/2 v k=2 (x7+ 3 +k

d)j —3x dx=lJ. —12x dx=lln|2—6x2|+/e
2 — 6x? 4J) 2-6x2 4

13 Resuelve las siguientes integrales:

a)J.\/xz—Zx(x—l)dx @thxseczxdx
<) j%dx d)J\/(l + cos x)3 sen x dx

a) J.sz— 2x (x— 1) dx = %J.sz— 2x Q2x—2) dx = %J‘(xZ—ZX)l/Z 2x—2)dx=

(x2 = 2x)3/2 b= V(x? — 2x)3

_ &
32 3 ’

1

2
2

b)J.tgxseczxdx= 5% + R

j(1+lnx) do = J.(1+lnx)2 l _ A +n|x])? ‘b
3

X

5/2
d)J.V(l + cos x)° sen x dx = —J(l + cos x)32 (=sen x) dx = —% +hk=
—2N(1 + cos x)°

=—+]€
5

14 Aplica la integracion por partes para resolver las siguientes integrales:

S
a)jxlnxdx b)Jexcosxdx @szsenxdx d)j.x2 e2x dx

e)J.cos(ln x)dx ) sz In x dx g)J-arc tg x dx h)j(x + 12 e* dx

a) J.x In x dx

u=hnx -— du=ldx
X

2
dv=xdx — v=—9;

2 2 2
jxlnxdx= X lnx—jﬁ dx =2 In|x| - 2 +k
2 2 2 4
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b) Jexcos X dx

u=e¥ — du=e~dx

dv=cosxdx — v=senx

J.ex cos X dx = exsenx—J‘e"senxdx
[ —
I

u, =e* — du1=exdx

dv, = sen x dx — v, =—cosx

I, = —e¥ cosx+ J.ex cos x dx
Por tanto:

Jexcosxdx= eX sen x + excosx—je’“cosxdx

ZJ.excosxdx= eXsen x + e¥ cos x

x +
jexcosxdx= e senxze"cosx +h

9) sz sen x dx

u=x%2 - du=2xdx
dv=senxdx — v=-cosx

sz sen x dx = —x? cos x + J2x cos x dx = —x?% cos x + ZJ’x cos x dx

S ——

1

U, =x — duy=dx
dv, = cosxdx — v, =senx

[l =xsenx—jsenxdx=xsenx+ COS X

Por tanto:

2

J.xz sen x dx = —x* cos x + 2x sen x + 2 cos x + k

d).[xzezxdx
u=x2 - du=2x

dv=e*dx — v==e*
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sz e dx = ezx—Jx e dx
S —
L
U, =x - dul = dx
1
dv, = e* dx — vl=7e2x
X 1 X 1
[]=_62x J‘_QZde__QZx__QZx
2 2 2 4
2 2
Por tanto: J.xz ey = X X ey Lo gl (x_ -
2 2 4 2 2

e) J cos(In x)dx

u=cos(lnx) — du=-sen(nx) - % dx

dv=dx — v=x

J.cos (In x) dx = x cos (In x) + Isen (In x) dx

—_
11

u, =sen (Inx) — du, = cos(nx) - % dx

dv,=dx — v/ =x
I, = x sen (an)—jcos(lnx) dx

Por tanto:

J.cos (In x) dx = x cos (In x) + x sen (In x) — Jcos (In x) dx

ZJ. cos (In x) dx = x cos (In x) + x sen (In x)

x cos (In x) + x sen (In x) ‘R

Jcos (In x) dx =

2
f)szlnxdx
1
u=mnx — du=—dx
X
3
dv=x*dx — U=x7
3 2 3 3
szmm:m_ X2 geoXnx X
3 3 3
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2) Jarc 19 x dx

u=arclgx — du=—-—
J 1+ x2

dv=dx — v=x

1
1+ x2

J.arctgx=xarctgx—J. dx=xmfctgx—%J.2—xdx=

1+ x2

=xarctgx—% n(1+x?)+k

h)J.(x + 1) ¥ dx

u=w+1%? - du=2x+1dx
dv=eYdx — v=e*

J.(x+ D2 eXdx=(x+ 1)2%e¥ - 2J(x+ 1) e~ dx

S —

1

{u1=(x+1) - du, = dx
dv, =e*dx — v =e"
[l=(x+l)ex—Jexdx=(x+1)ex—ex=(x+1—1)ex=xex
Por tanto:
J.(x+1)2exdx=(x+1)2ex—2xex+/e=
=?+2x+1-20e+k=(>+DeX+k

15 cCalcula J.cos4 x dx utilizando la expresion: cos? x = % + %

2
cos4x=(%+ cost) _

1, 1(1  cosdx)  cos2x _
4 41\2 2 2
1,1  cosdx _ cos2x _ 3 _ cos4x _ cos2x
4 8 8 2 8 8 2
Por tanto:
J.cos4xdx=J.(é+ cosdx , cos2x) .. _ 3 . sendx . sen2x .,
8 8 2 8 32 2
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16 Determina el valor de las integrales propuestas en los ejercicios siguientes
utilizando la férmula de integraciéon por partes:

a)J.x2 e3* dx b)Jldx c)ij cos x dx d)J‘.anc3 sen x dx
e.’x

a) J.xz e dx

u=x%2 - du=2xdx

1
dv=e3*dx — U=§e3’“
x2 2
Jx e3xdx——esx—§Jxe5xdx
[N —
L
1 =X = du =dx
1
dv, = e dx — vl=§e3x
]=£63x__ eSxdx_-XQSx leSx
3 3 9

Por tanto:

2 2
J.x2€3xdx=x—€5x 2 83x+2_2785x+/e= %_2x+ e 4+ |

9
b)jidx = J-xe‘x dx
ex

u=x — du=dx
dv=e"dx — v=-e%

idx=_‘xe—x+ e_xdx=_xe_x_e_x+]e=i_L{—Ie:_‘x—_lﬁ—/@
er e e¥ e¥

c) JSx cos x dx

u=3x — du=3dx
dv=cosxdx — v=senx

Jﬁxcosxdx= stenx—5Jsenxdx=3xsenx+3€osx+/e

d) J.x5 sen x dx

u=x3 > du=3x%dx
dv=senxdx — v=-cosx
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J.x3 sen x dx = —x3 cos x + Ssz cos X dx

| S —
]1

{“1 =x? > du, =2xdx

dvl =cosxdx — v, = senx

I, = x? sen x — 2J.xsenxdx

| ——

5

U, =x — du,=dx
dv, = sen xdx — v,=-cosx

[2=—.X'COSX+J’COS.X'(/Z.X':—XCOSX‘F sen x

Asi: I, = x% sen x + 2x cos x — 2 sen x
Por tanto:

J.XSSenxdx=—x3 cos x + 3x2sen x+ 6x cosx — 6 senx+ k

17 Determina el valor de las integrales que se proponen a continuacion:

@J. x2%dx b) jarc cos x dx <) Ix cos 3x dx d J. x5 e~ dx

a) Jx - 2™ dx
u=x - du=dx
. 27
dv=2"%dx — v-= 3

L 9—x —x Cae. DX
J.XZ’xdx=_xz + |2 dx = %27, 1 J.Z’xdx=

In 2 n?2 n?2 n2
_ =X 2—X B 2 R
n?2 (In 2)?
b) Jarc cos X dx
-1
u=arc cosx — du=———dx

V1 — x2

dv=dx — v=x

—x
J.arccosxdx=xarccosx—'..—2 dx=xarccosx— N1 — x% +k

1-x
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c)jxcosﬁxdx
u=x — du=dx

dv = cos 3x dx — v=-= sen3x
chos3xdx=%senﬁx—%‘[sen3xdx=%sen3x+%cos3x+k

. 3 3
d)jx’ e dx=|x3 x%e™ dx
—_
u dv

u=x3 - du=3x*dx
3 -1 3
dv=x*e™ dx — U=?e”‘

5 —x3 3 3 —x3 3 :
ine—x dx=%e—x +Jx2€—x dx:ie—x_%e—x +h=

3

-1 e+
3

18 En el ejercicio resuelto 7 a), se ha calculado la integral J.sen2 x dx aplican-
do la igualdad:

1 cos2x
2 2

sen? x =

Vamos a obtenerla, ahora, mediante la integracion por partes, haciendo:

u=senx — du=cos xdx
dv=senxdx — v=-cosx

Jsenz x dx =—sen x cos x + Jcosz x dx

Si con esta nueva integral procedemos como con la anterior, llegariamos a
una identidad initil (“se nos va todo”). Compruébalo.

Sin embargo, si hacemos cos? x = 1—sen? x, se resuelve con facilidad. Ter-
mina la integral.

e Si apliciramos el método de integracién por partes a la integral | cos? x dx, ten-
driamos que:

u=cosx — du=-senxdx
dv=cosxdx — v=senx
Por tanto, quedaria: J.senz X dx = —sen x cos x + sen x cos x + Jsenz X dx

En efecto, es una identidad inutil (“se nos va todo”).
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2 2

¢ Sin embargo, si hacemos cos* x =1 — sen” x, tenemos que:

J.senz X dx = —sen x cos x + J.(l —sen? x) dx =

= —sen x cos x + J-olx— J.senz X dx = =sen x cos x + x — J-sen2 X dx
Por tanto:
stenz X dx = —sen x cos x + x

J.senzxdx= _SQWXCZOSX+X +hk= %x—%sen2x+k

19 Determina el valor de las integrales racionales propuestas en los siguientes

ejercicios:
)Jx+2dx b) J.;dx
x2+1 (x2-1)2
2x%2+7x-1 2x% + 5x 1
<) J dx J. dx
x3+x2-x-1 @ x3 + x2

o212 o= L2 avs [ 2 de= Lot e s 2arcigark
21 2) x241 x2+1 2

b) -[ 1 ax-= 1 dx
(x? - 1)? (x = 1% (x + 1?

Descomponemos en fracciones simples:

1 .4 ., B ,_C . D
-1D?@w+1D? @-D  (-12 &+D  (x+1)?

1 _ A= D(x+ D? + Blx+ D?+ Clx + Dx—1D?* + D(x—1)?
(x = D? (x + D? (x — D? (x + D?

1=Ax-Dx+D?+Blx+1D*+ Clx+ D(x—1)2%+ D(x—1)>

Calculamos A4, B, C y D, dando a x los valores 1, -1, 0y 2:

x=1 — 1=4B — B=1/4 A=-1/4
x=-1— 1=4D — C=1/4 B=1/4
x=0 = 1=-A+B+C+D — 1/2=-A+C C=1/4

xX=2 — 1=94+9B+3C+D — -3/2=94+3C — -1/2=34+C | D=1/4

(x2 — 1)? (-1 (x — 12 (x+ D (c + 1)?

+lln|x+1|—%‘ (xil) +h =

1 1
ln|x—1|—z o+ D T4

-1
4
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1 1

-1
= —|n|lx-1| + +k=
4 [ | | +1
_ i n ’ x—1 2X + kb
4 x+1 x2-1
- 2 —
L)j 2x% + 7x =1 dr = | 2xT+Tx—1
3+ at-x-1 (x—D(x+ 1?2
Descomponemos en fracciones simples:
2*+7x-1 __ A . B . _C

x—Dx+1D?* x-1 x+1 x+12

2x?+7x -1 _ Alx+ D*+ Blx-Dx+D+ Clx-1
(x— Dx+ D? (x— Dx + D?

262+ 7x—-1=Alx+ D?+ Blx—Dx+ 1D+ Clx-1

Hallamos A, B y C:

x=1 — 8=44 - A=2
x=-1 - -6=-2C - C=3
x=0 —»> -1=A-B-C —> B=0

Por tanto:

2
1 X+

X3+ xt-x-1 (x + 1)2

_ 2 _
d)J'Zx + 5x 1dx=J. 2"+ 5x -1
X3+ x% - 2x x(x—Dx+2)
Descomponemos en fracciones simples:

+ +
x -1 X+ 2

x(x—=Dx+2)

2x*+5x—-1 _ A B C
X

2x? +5x -1 _ Alx—D@+2) + Bx(x+2) + Cx(x=1)
x(x—D(x+2) x(x—Dx+2)

2x%2+5x—1=A(x— D+ 2) + Bx(x+2) + Cx(x—-1)

Hallamos A, B y C:

x=0 — -1=224 — A=1/2
x=1 — 6=3B — B=2
x=-2 = 3=6C —= C=-1/2
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Por tanto:

2

JE&:E&:Lch Jln‘i+J s J .
x5+ x% - 2x X x_1

=lln|x|+2[n|x 1|——ln|x+2|+/e ((x—l)\/—)
? X+ 2

20 Resuelve las siguientes integrales:
2x—4 J' 2x +3
—==—  d. dx
a)j (x-1%(x+3) ~ P (x-2)(x+5)

@J.;dx d)J.sx de

(x—1) (x +3)?

2x — 4
d)-[<x—1>2<x+3>

Descomponemos en fracciones simples:

2x — 4 : S B +_C
x-1D?x+3) x-1 (x-1? x+3

2x—4 _ Alx—D(x+3) + Blx+3) + Clx—1)*
(x—1D? (x + 3) (x—D?*(x+3)

2x—4=Alx—1D(x+ 3) + Blx+ 3) + Clx—1)?

Hallamos A, B y C:

x=1 — -2=4B — B=-1/2
x=-3 — -10=16C - C=-5/8
x=0 — —4=-34+3B+C — A=5/8

Por tanto:
J' 2x—4 d = 5/8 dx+J’ -1/2 dx+J’—5/8 o =
(x—=D?(x+3) x—1 (x = D? x+3
=iln|x—1|+l-;—iln|x+3|+/<>,=iln’X_1 T
8 2 (x-1D 8 8 x+3 2x — 2
2x+3
b dx
)j(x 2)(x+5)
Descomponemos en fracciones simples:
2x+3 __A B _Ax+5 +Bx-2)

x-2)(x+5 x-2 x+5 x=2)(x+5)

2x+3=A(x+5) + Blx—2)
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Hallamos A y B:

x=2 — 7=7A - A=1
x=-5 —> -7=-7B —- B=1

Por tanto:

_2x+3 1 1 _
G & Jx—z ”"”st dhe

=n|x-2| +n|x+5| +k=h|(x-2Dx+5]| +k

C)'[; dx
(x =1 (x+3)?

Descomponemos en fracciones simples:

1 __ 4 + B + C
(x-D&x+3? x—-1 x+3  (x+3)?

1 _ Alx+ 3P+ Blx—D(x+3)+ Clx—1)
(x—1 (x+3)? (x =1 (x + 3)?

1=A(x+3)?+Blx-Dx+3)+Clx-1

Hallamos A, B y C:
x=1 — 1=164 - A=1/16
x=-3 — 1=-4C - C=-1/4
x=0 — 1=94-3B-C — B=-1/16

Por tanto:
J;dx=-“1/l6 dx+J._l/16 dx+J~idx=
(x— 1) (x + 3)? x-1 x+3 (x +3)?
-1 _q1 - L 1 1
_16ln|x 1] 16ln|x+3|+4 (x+5)+

1 x—-1 1
El”’ms Yy Tk

d) BX—E dx:J’ 3x—2

2 _ (x-2) (x+2)

Descomponemos en fracciones simples:

3x—2 _ A + B _ Alx+2)+ B(x—2)
x=2)(x+2 x =2 X+ 2 (x=2)(x+2)

3x—2=A(x+2) + Blx-2)
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Hallamos A y B:

x=2 — 4=44 — A=1
=2 —» 8=-4B — B=2

Por tanto:
3x_2dx=J. ! dx+J'de=
x2_4 x—2 X+ 2

=|x=2| +2m|x+2| +k=mh[|x-2|(x+2?] +k

Pagina 375

21 calcula:
S x4
a)IL b)J. *2x-6 dx
x2—x-2 x3+ x2-2x
2
c)_[ 5% dx d)J 2x-3 dx
x3-3x2+3x-1 x3—-2x2-9x+ 18
)J' I =J' X
‘ x2—x-2 (x+1D&x=-2)
Descomponemos en fracciones simples:
1 .4 . B _ Ax-2)+Bx+1D
x+Dx-2 x+1 x-2 x+1D -2
1=Ax-2)+Bkx+1
Hallamos A y B:
=-1 » 1=-34 - A=-1/3
x=2 —> 1=3B — B=1/3
Por tanto:
J'd—xdxzj'—l/S dx+J. 1/3 d =
xX2—x=2 x+1 x—2

=_—11n|x+ 1] +lln|x—2| +/e=iln‘x_2
3 3 x+1

+k

b)J ol 2 6 dx=J(x—1+—3x2_6 )dx

x3 + x% — x(x—Dx+2)
Descomponemos en fracciones simples:

3x2 -6 A, B C
x(x—Dx+2) X x -1 X+ 2
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3x2 -6 _Ax-Dx+2) + Bx(x+2) + Cx(x -1
x(x— D+ 2) x(x— D+ 2)

3x2—6=Alx—D(x+ 2) + Bx(x+2)+ Cx(x-1)

Hallamos A, B y C:

x=0 — —6=-24 - A=3
x=1 —- -3=3B — B=-1
x=-2 — 6=06C - C=1

Por tanto:

4
Jde:J(x_1+i_ 1 + 1 )dx:
X3+ x2 - 2x x x-1 x+2

2
%—x+31ﬂ|x| —In|lx-1]| +In|x+2| +k=

+ k

2 3
X |2

2 2
C)J 5% dx=Jde
X3 —3x2+3x -1 (x—1)3

Descomponemos en fracciones simples:

Sxr2 A . B . C  _ Ax-1?+Bx-D+C

-1 x-1 (x-1D* &-1° (x—1)
5x2 = Alx—1D?+ Blx- D+ C
Hallamos A, B y C:

x=1 —» 5=C A=5
x=2 —> 20=A+B+C B =10
x=0 —> 0=A-B+C c=5

Por tanto:

J. sz dx:J.( 5 + 10 + 5 dx=
x3—3x%+3x-1 x-1 (x—1)? (x—1)3

0 s
x=1  2(x-1)>?

=5n|x-1| - +k

X3 —2x% - 9x + 18 (x=2)(x=3)(x+3)
Descomponemos en fracciones simples:
2x—3 A B ,_C

= +

(X-D(x-3(x+3) x-2 x-3 x+3
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2x -3 _Ax—3)x+3) + Bx-2)(x+ 3) + Clx—-2)(x—3)

(x—2)(x—3)(x+3) x—2(x-3)(x+3)
2x =3 =Ax—-3)(x+3) + Blx—2)(x+ 3) + Clx—-2)(x—3)

Hallamos A4, B y C:
x=2 - =54 —> A=-1/5
x=3 — 3=0B — B=1/2
x=-3 - -9=30C — C=-3/10

Por tanto:
J 2x0-3 dx:J’(—l/S L2 =310 L
—2x%2-9x + 18 xX—-2 x-3 x+3
-1 3

In|x-2| +%ln|x—3| —Eln|x+3| +k

22 Resuelve las integrales:

a) lnxdx b)J' —senx , C)J'

X x+cosx x In x
d)J' 1+e” e)j—se"(l/x)dx ﬂj—zx_sdx
e"+x x2 x+2
g)J’ arcigx , h)J' senx

1+ x2 cost x

2
a) medx=J’% lnxdx=ln—2|ﬁ|-+/e

b)J 1_Senxdx—ln|x+cosx| +k
X + cos x

C)J- L= [ dx=In|n|x|| +k
xInx Inx

d)Jl+e dx=In|e*+x| +k
e)J—Sen(l/x)dx=—J 1sen( )dx—cos(1)+/€
xz .X'Z X X

f)sz 2X=3 = J.(Z—L)dx=2x—7ln|x+2|+/e
X+ 2
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2
)J‘arctgx J. L arcigxde=97C18°% L p
1+ x2 1+ x? 2

_ -3
h)J. sen x dx = —I (=sen x) (cos x)~* dx = Ly A S
cos* ) 3 cosd x

23 Calcula las integrales indefinidas:

a)J’ sen\/;d C)J' ln\/;d

b) jm (x — 3)dx

d) J-ln (x2 + Ddx e) J.(ln x)%dx f) J e* cos e*dx

h)J' a-x7 x) dx

)J’sen(d ——ZJ.T(sen\F)dx 2cos(Nx) +k

b)Jln (x — 3)dx

u=mx-3 — du=

! dx
3

dv=dx — v=x

Jln(x—S)dx=xln|x—3| _ij—cﬁ dx=xIn|x-3] —J] + x35 dx =

=xhn|x-3|-x-3mn|x-3| +k=&-3)In|x-3| —x+k

ln\/;dx
1 1 1
u=ln\/; - du=— ——=—dx
Va o 2Vx  2x
dx — dv=2\x
\/}

J. \/i—dx 2Vx nVx - J. dx = 2\x In Vx - J‘—dx—

=2VximVx—2Vx+k=2Vx InVx -1 + &
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a J In (2 + D

2x
x2+ 1

u=mw*+1 — du-= dx

dv=dx — v=x

2
Jln(x2+1)dx=xln(x2+l)—J 2% =
x2+1

=xln(x2+1)—J'(2— 2 )dx=xln(x2+l)—2x+2arctgx+/e
x?+1

e) J (In x)* dx

u=Unx? - du=2(lnx)-ldx
X

dv=dx — v=x

J.(lnx)zdx=x(lnx)z—ZJ‘lnxdx=xln2|x| —2xn|x| +2x+k

) Jex cos eXdx = seneX+ k

1 B -1
g)I 1 — 2 =) e &

Descomponemos en fracciones simples:

-1 A , B _ Alx—-1)+ B(x+1)

GrDx—-1 x+1  x-1 x+Dx-1

Hallamos A y B:

x=-1 - -1=24 — A=1/2
x=1 — -1=2B — B=-1/2

Por tanto:
J‘ 1 dx:J‘( 1/2 + _1/2)dx=
1—x? x+1 x—1

=lln|x+l| +lln|x—l| +k=1In
2 2

x+1

+ k
x—1

2 2
h)j—(l"” dx=J—x —2x+ 1 dx=j(x—3+ 4 )dx=
1+x x+1 x+1

X2
7—3x+4ln|x+1| +k
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24 Resuelve:

S
a)j 1 dx
1+e”™

@& En el numerador, sumay resta e”.

3
b)J.de
V9 — x2

@ Descomponla en suma de otras dos.

a)J. 1 dx=J1+ex_exdx=J.(l— e’ )=x—ln(1+ex)+/e
1+e" 1+e* 1+e*

3 —X 3
b)J.L dx=—J.— dx+J.— dx =
VO — x2 V9 — x?2 VO — x?2

= N9 —x? + SJ.L dx = N9 —x? + 3arcsen(£)+le
V1 — (x/3)? 3

25 Resuelve por sustitucion:

a)J.x x+1dx b)J.d—‘f C)J X _ dx
x—\/; x+1
1 1 Vx
d)J—dx e)I dx f)J' dx
x Vx+1 x+Vx I+x
@ ga) Haz x +1=12 b) Haz x =t%
a)J.x\lx+1 dx
Cambio: x+2 =12 — dx=2tdt
5 3
J.x\lx+1 dx=J.(t2—1)z"21dt=j(2t4—21‘2) dt=2TP—2L+/e=
_ 2V(x + 1) B 2V(x + 1) ‘i
5 3
dx
b)j v
x—x

Cambio: x=1% — dx=413dt

J‘ dx  _[4d _ 4t2dt=ij‘3t2dt
x— th—t BP-1 3

-l k=
3

%ml‘%?ﬁ_u A
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C)Jde
Vx + 1
Cambio: x+1=1> — dx=2tdt

2 3
J X dx=j(t 1)-2tdt=J.(2t2—2)dt=2L—2t+/e=
x+1 ¢ 3

A 3
- DD oae T vk

1
| ——— dx
J‘x Vx + 1

Cambio: x+1=1t2 — dx=2tdt

J’ 1 = J‘ 2tdt _ J’ 2.di
x N+ 1 - D1 t+D@-D
Descomponemos en fracciones simples:

2 A4 _,_B _ AG-1D + B+ 1)

G+DG-1D  1+1 -1 G+DU-D
2=A-1)+ B+ 1)
Hallamos A y B:

t=-1 = 2=-24 - A=-1
tr=1 — 2=2B — B=1

Por tanto:
2.dt -1 1
= dr=-n|t+1 n|t-1 k=
G+ DG-D j(r+1+¢_1) e+ 1]+ infr=1]
—zn‘f‘l vk
r+1
Asf:
J;dx:ln ﬁ + bk
x Nx +1 Vx+1+1
1
e)J dx
x+Vx

Cambio: x=12 — dx=2tdl

J‘ 1 dx=J’2tdt=J2dt=21n|t+1|+k=
x+ Vx 2+t t+1

=2mm(\x +D+k
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Cambio: x=t*> — dx=2tdl

. 2
J‘ VX dx:J‘z 2tdt=J'2t dt =J‘(2_ 2 )dt=
T+x 1+ 12 1+? 1+ 12

=2t—2arctgt+/e=2\/;—2arctg@+/e

26 Resuelve, utilizando un cambio de variable, estas integrales:

3
a)J\/9—4x2dx b)J c)Jﬂdx d)J' _ dx
3ex e2x +1 1+Va
@ q) Haz sent =2x/3.
a)j\/9—4x2 dx
Cambio: sent=2?x - x=%sent - dx=%costdt

J.\l9—4x2 dx=j‘\,9—4'%seﬂ2t ~%costdt=JSCost~%costdt=

9J‘cos ldt—9j( —COSZZ)ah‘=2(l lsenZt) +k=
2\2 4

9 9

=%t —sen2t+/e——arcsen(

Zx) 9
8 4

+ = -2sentcost+k=
3 8

dx
b)J‘ er _ Sex

Cambio: eX=1 — x=mnt — dx=%dt

J.%=J. 1/t dt=J.—1 dt=J.—1 dt
e™—3e 12 -3¢ 13— 3t2 12(t—3)

Descomponemos en fracciones simples:

1 _A . B, _C _ AtG-3)+B{—3)+ Ct?
-3 t 2 1=-3 12(t - 3)

1=At(t—3) + B(t—3) + Ct?
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Hallamos A, B y C:

t=0 — 1=-3B — B=-1/3
tr=3 — 1=9C — C=1/9
tr=1 — 1=-24-2B+C — A=-1/9

Asi, tenemos que:

12(t—3) ! 12 -3

=—11n|t|+L+lln|l—3|+/e
9 3 9
Por tanto:
Jd—x=;11nex+—1 v Limlev—3| + k=
2x_3€x 9 30X 9
L Lo Llen—3| +k

9 3eX 9

J‘ eSx eX
o)
2x 4 1

Cambio: e*=1 — x=Int — dx=%dt

3x _ px 3 _ _
J.udx=J.l L j" 1dt—J.(1— 2 )dt=
e +1 1t 1>+ 12 +1

=t—2arctgt+thk=e"-2arctg (e +k

1
d d.
s

Cambio: x=12 — dx=2tdt

dx -JZt—‘”=J‘(2—L)dz=2t—2ln|1+z| +hk=
+ 1+1¢

J-1+\F
=2Vx —2m A +Vx)+k

que se anula para x = 0.

@ Encuentra la primitiva de f(x) =

1
S 1+3x

F(x)=j 1 dx=iJ'de=lzn|1+3x|+1e
1+ 3x 3J)1+3x 3

F(O)=k=0

Por tanto: F(x) = _—51 n|1+ 3x]|
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28 Halla la funcion F parala que F'(x) = lz y FQ1) = 2.
x

F(x)=J'de=‘—1+/e
X2 X

FD)=-1+k=2 = k=3

Por tanto: F(x) = S 3
X

29 De todas las primitivas de la funciéon y = 4x — 6, ;cual de ellas toma el valor
4 para x=1?

F(x) =J.(4x—6) dx =2x%—6x+k

F()=2-6+k=4 = k=8

Por tanto: F(x) =2x2—6x+ 8

€) Halla f(x) sabiendo que f"(x)=6x, f(0)=1y f(2)=5.

S0 = J6xdx =3x%+c
S0 =3x%+ 1
FO=c=1

S =[G+ D=2 v ek
f2)=10+k=5 = k=-5
Por tanto: f(x) =x3+x-5

31 Resuelve las siguientes integrales por sustitucion:

ex
a)J.—dx b)J\/e"—ldx
1-Ve*
@ g) Haz Ve =t. b) Haz Ne*—-1 =1

)j <4
a —_— aX
1-Ve*

Cambio: NeX =1 — e¥2=¢ - %=lnt - dx=%dt

eX _(rr-@wdt _(2dt _((,, 2 =
|l f e Bl R K

=2t-2In|1—t| +k==2VeX —2n|1-e* | +k
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b)jm dx

Cambio: VeX—1=1 — e*=12+1

2
jVex—l dx=J‘t- 21 dt=J. 2t dt=J(2— 2 )dt=
12+1 2+1

> x={2+1D) — dx=-2L_ 4
2+1

12+1

=2t—-2arctgt+hk=2Ve*-1 -2 arctgNe*—1 +k

2
32 cCalcula J.M dx
1+ cosx

& Multiplica numerador y denominador por 1 —cos x.

2 _ 2 _
sen® x (1 — cos x) sen= x (1 — cos x) dx =

J’ sen? x e = _J‘
1+ cosx (1 + cos x) (1 = cos x) 1= cos? x

2

) _
=J'5€n x (1 — cos x) d.X=J‘(1—COS.X) dx =x—-senx+k
sen” x
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33 Encuentra una primitiva de la funcion:
S
S(x) = x?% sen x

cuyo valor para x =T sea 4.
F(x) = sz sen x dx

Integramos por partes:
u=x> - du=2xdx
dv =senxdx — v=-cosx

F(x) = =x% cos x + ZJX cos x dx

S ———
Il

U, =x — du =dx
dv, = cosxdx — v, =senx
I

= .XSQTZX—J.SQWXd.X:XSGWX‘F COos X

Por tanto:
F(x) = —x%*cosx+2 xsenx+2cosx+k
Fm=m-2+k=4 = k=06-mn?

F(x) = —x?cosx+2 xsenx+2cosx+6—m?
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34 Determina la funcion f(x) sabiendo que:

S

['xXD)=xmx, f(1)=0 Yy f(e)=%
[0 = J'x In x dx
Integramos por partes:
u=hnx -— du=ldx
X
2
dv=xdx — v=x7
= X e (X e X e X i e X L
S0 5 nx jz dx 5 nx 4 +k P (an 2)+/<e
1) = (-1 S S -1
JZe) 2( 2)+/e Lik-0 = k-1
f’(x)=x—(lnx—%)+%
f(x)=J.[x_(l x——)+%]d =Jx—(lnx——)dx+—x
I
u=(lnx—%) — du=—dx
2 3
dv=x—dx - v=x—
2 6
3 2 3 3
1= %(an—l)—‘[% dx=%(lnx—l)—f—8
Por tanto:
X3 1 x3 1
f(x)—?(lnx—z)—§+4x+/e
ed e3 e ed e e e’
= -+ —thk=—+ —+h=— k=——
fO=F-grytkTgrTRTT 2 36

XA\ _ox 1 ed
f(X)_6(mx 2) 18 4% 36
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35 Calcula la expresion de una funcién f(x) tal que f'(x) = x e y que f(0) = %
S

S = J-x e dx = —%J‘—Zx e dx = —% e+ k

O =-2tk== = k=1

1
2

[\.)|>—\

Por tanto: f(x) = —% e+ 1

36 Encuentra la funcion derivable f:[-1, 1] > R que cumple f(1)=-1 y

2_2x si -1<x<0
)=1%
S e¥X—1 si 0<x<1

e Si x#0:

X2

fx =13

eX—x+c¢ si 0<x<1

—x2+k si -1<x<0

e Hallamos % y c¢ teniendo en cuenta que f(1) =-1 y que f(x) ha de ser con-
tinua en x = 0.

fM=-1 = e-1+c=-1 = c=-e

lim f(x) =k
x—0
k=1-¢

lim f(x)=1-¢
x—0"

X3

o —x?+1l-e si -1<x<0

Por tanto: f(x) =4 3
e¥X—x—e si 0<x<1

37 De una funcion derivable se sabe que pasa por el punto A(-1,—-4) y que su
S derivada es:

2—x si x<1

f'(x)={1/x si x>1

a) Halla la expresion de f(x).

b) Obtén la ecuacion de la recta tangente a f(x) en x = 2.

a)Si x#1:

2
2x—x—+/e si x<1

S0 = 2

Inx+c si x>1
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Hallamos k y c¢ teniendo en cuenta que f(-1) =—-4 y que f(x) ha de ser con-
tinua en x = 1.

D=2 k= -3
JED == 4k==d = k==

x—1 2
c=0
lim f(x) =c
x—1"
2
X 2x—x——2 si x<1
Por tanto: f(x) = 2
In x si x2>21

b f(2) = In 2, f(2) = %

La ecuacion de la recta tangente sera: y = In 2 + %(x— 2)

38 cCalcula:

a)J|1—x|dx b)J(3+|x|)dx C)J.|2x—1|dx d)J.‘%—Z‘dx
a)J|1—x|dx

| | 1-x si x<1
1-x]= —-1+x si x21

2
X .
x—"—+k si x<l1

f(x)=J-|1—x|dx= 22

—x+7+c si x2=21

En x =1, la funcién ha de ser continua:

lim_f(x) = % vk
v %+k=—%+c = c=1+k
lim f0) = -+ + ¢
x—1" 2

Por tanto:

2
X .
X ——+k si x<1

J|1—x|dx= 22
—x+x7+1+le siox>1
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b)j(3+ || el

3—x si x<0
3+ |x|— 3+x si x=20

.X'Z
3x—7+/e si x<0
f<x>=j(3+ | x| = 2

3x+7+c si x=20

En x=0, f(x) ha de ser continua:

lim f(x) =k
x—0
c=k
lim f(x) =c
x—=0"
Por tanto:
2
3x—x7+/e si x<0
J(5+ |x|)dx= 2
3x + 7+Ie si x20
C)J.|2x—1|dx

|2 1| 2x+1 si x<1/2
YT Yoo 1 s x> 122

X2 +x+hk si x<

,f(x)=J|2x—1|dx=

x2—x+c si x2

o= o~

[(x) ha de ser continua en x = %:

lim  f(x) = % +k

roaer %+Ie=—%+c = C=%+Ie
lim f(x)=—l+c
x—Q/2)" 4
Por tanto:
5 _ 1
—Xx“+x+k si x<7
J|2x—1|dx= 1 1
xXP—x+—+k si x=>=
2 2
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d)”%—z‘dx

—£+2 si x <4
ERE

X_2 i x>4
2

2

N —%f+h+ksix<4
o= [|5-2|ax=1
_2x+c¢c si x=24

4

f(x) ha de ser continua en x = 4:

lim f(x)=4+k
x—4

4+k=—4+c = c=8+k
lim f(x)=-4+c¢

x—4"

Por tanto:

2
—XT+2x+/e si x<4

J’%—Z’dx= ;
%—2x+8+/€ si x>4

39 cCalcula J.+ dx.
sen? x cos? x

2

2
sen? x + cos? x
J’é dx = J— do =
sen? X

x cos? sen? x cos? x

2

2 .
sen? x cos? x
= j— dx + J— dx =
sen? x cos? x sen? x cos? x

=J 1 dx+J~ 1 dx=1gx—colgx+k
cos? x sen? x

CUESTIONES TEORICAS

40 Prueba que, si F(x) es una primitiva de f(x) y C un nimero real cual-
S quiera, la funciéon F(x) + C es también una primitiva de f(x).

F(x) primitiva de f(x) & F'(x) = /(%)

(F(x) +C)' = F'(x) = f(x) = F(x) +C es primitiva de f(x).
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41 Representa tres primitivas de la funcion f cuya grafica es 2| S
esta:
=2 = F=2x+k
Por ejemplo: 5]
F(x) = 2x 5 // 5
F(x)=2x+1 4
/
Fy(x) = 2x -1

cuyas graficas son:

42 Representa tres primitivas de la funciéon f:
S =2x = Flx)=x>+k

Por ejemplo:

Fy(0) = &

@

Fy0) =x?+1 Q\

Fo a1 AN 1/

cuyas grificas son: \

4

SR N Y A\l

%
NN

—_

43 Sabes que una primitiva de la funcién f(x) = 1 es F(x)=1In |x|. ;Por qué
se toma el valor absoluto de x? x

S = L esta definida para todo x # 0; y es la derivada de la funcion:
X

P In x si x>0
0 = n(=x) si x<0

es decir, de F(x) = In|x].

44  En una integral hacemos el cambio de variable e* = t. ;Cual es la expresion
de dx en funcion de ¢?

eX=1 — x=ht — dx=%dt
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1
45 C b :j—d -1 g x| +k
omprucba que: | ——dx n|sec x + tg x|

1

Tenemos que probar que la derivada de f(x) = ln|sec x +igx|+ k es f/(x) = v

. 1+ sen x
Derivamos f(x) = In ‘ —‘ + k
coS X

cos? x + sen x(1 + sen x) cos? x + sen x + sen® x
2
cos? x cos x
1) = - -
1+ senx 1+senx
cos x
1 +senx _ 1

(1 +senx) cosx  cosx

1

—dx=ln|tgx| +k
sen x cos x

46 Comprueba que: J

Tenemos que comprobar que la derivada de la funcion f(x) = In|ig x| + k es

F1(x) = 1

Sen x cos x

Derivamos [ (x):

i) = 1/cos*x _  1/cos*x  _ 1
1g x sen x/cos x  sen x cos x

47  Sin utilizar calculo de derivadas, prueba que:

4
1 _ ye=—"%

F(x) = 7
+x 1+x

4

son dos primitivas de una misma funcion.

Si F(x) y G(x) son dos primitivas de una misma funcién, su diferencia es una
constante. Vedmoslo:

F(x) — G(x) =

1 _( —x* )_1+x4:1
4

1+x 1+ xt - 1+ x4
Por tanto, hemos obtenido que: F(x) = G(x) + 1

Luego las dos son primitivas de una misma funcion.

48 Sean fy g dos funciones continuas y derivables que se diferencian en una
constante. ;Podemos asegurar que f y g tienen una misma primitiva?

No. Por ejemplo:

S =2x+1 — Fl)=x’>+x+k
g =2x+2 — Gl =x>+2x+cC
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S v g son continuas, derivables y se diferencian en una constante (pues

S = gx)—D.

Sin embargo, sus primitivas, F(x) y G(x) respectivamente, son distintas, cuales-
quiera que sean los valores de & y c.
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49 Para integrar una funcion cuyo denominador es un polinomio de segundo
grado sin raices reales, distinguiremos dos casos:

a) Si el numerador es constante, transformamos el denominador para obte-
ner un binomio al cuadrado. La solucion sera un arco tangente:

J' dx =J' dx
x2+4x+5 (x+2)2+1

(Completa la resolucion).

b) Si el numerador es de primer grado, se descompone en un logaritmo ne-
periano y un arco tangente:

(x+5)dx=lJ' 2x + 10 dx=lJ. 2x + 2 x+_J' 8 dx
x2+2x+3 2J x2+2x+3 2) x2+2x+3 x2+2x+3

(Completa su resolucion).

=J.( dx =arcig(x+2) +k
X

a)-[
X2+ 4x+5 +2)2+1

by [+ Sdx =lJ‘ 2x + 10 dx:lj 2x + 2 dx+lJ. 8 dx
x2+2x+3 20 x2+2x+3 2 x2+2x+3 2J x2+2x+3

lln(xz+2x+3)+4j.— =
2 (x+1?+2
%ln(x2+2x+3)+2'|.d—x =

e

%ln (X2 +2x+3)+ 2\/7.[ ((1/\/_)) ixl
V2

1

= —n(x?+2x+3)+2V2 arctg( +l)+Ie

[\
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50 Observa como se resuelve esta integral:

,=J'x—+1dx
x3+2x2+ 3x

x3+2x2+3x=x(x%2+2x+3)

La fraccion se descompone asi: —— % * % 1 A, Bx+C
x3+2x%2+3x X x2+2x+3
Obtenemos: A = l, B= _l, C= 1
3 3 3
Sustituimos: I= L J.l dx— 1 x=1 4.
3J)x 3Jx%2+2x+3

(Completa su resolucion).

Completamos la resolucion:

=1L g ——j dix =
3J x x2+2x+3

=lln|x| 1| _2x-2 dx=lln|x|—l e+t 2-4 g
3 6 x2+2x+3 3 0J x2+2x+3
3 6J x2+2x+3 3 x2+2x+3

%ln|x|—lln(x2+2x+3)+ g arctg(er 1)+/e

6 2
® (Ver en el ejercicio 49 apartado b) el calculo de J'd—x)
x?+2x+3

51 Resuelve las siguientes integrales:

a)J'Zx 2x-1 4. @J'

X2
c)J- +3x+8dx

xd+ x X3+ 1 x?+9
@ J 2x+10_ 40 o J;dx f) J dix
xZ2+x+1 x2+3x+4 (x+ 12 (x2+1)
@& e) Multiplica numerador y denominador por 4.
d) J‘ - J. 2x — 1 dx
X3+ x x(x?+ 1)

Descomponemos la fraccion:

_2x-1 _ A, Bx+C _ AW*+ 1)+ Bx*+ Cx
2@+ DX at+] x(x? + 1)

2x—1 =A%+ 1) + Bx?+ Cx
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Hallamos A, B y C:

x=0 — -1=4 A=-1
x=1 — 1=24+B+C — 3=B+C B=1
x=-1 - 3=24+B-C - -1=B-C C=2

Por tanto:
JZx—l dx:J(—_1+ x+2 )dx:
X3+ x X x2+1
=J‘idx+lj'2—xdx+2 d—x=
X 2J) x2+1 x%+1

=—In|x| + % mx*+ D +2arcigx+R

b)J‘ 1 dx:J’ dx
x3+1 x+D2-x+1

Descomponemos la fraccion:

1 -4 , Bx+C

x+Dx2-x+1D x+1 xr—x+1

A2 —x+ 1D +Bx(x+ 1) + Clx+ 1
x+Dx2-—x+1

1=Ax?-x+ 1D +Bx(x+1D +Clx+1
Hallamos A, B y C:

x=-1 — 1=34 — A=1/3
x=0 — 1=A4A+C — C=2/3
x=1 — 1=A+2B+2C — B=-1/3

Por tanto:

1..2
X3+ 1 x+1 x?—x+1

3 3 x2-—x+1

3 6J x2-x+1

lln|x+1|—lJ‘de=
3 6J x2—x+1

l[n|x+1|_lJ‘L dx + ljd—x=
3 60 x2-x+1 2 x2-x+1
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1 1 1 dx
=_l”|x+1|——ln(x2—x+1)+_J—=
3 6 2 (x_l)z_'_é
2 4
L 2 1 4/3 _
gln|x+1|—gln(x —x+1)+2jmdx_
V3
=%ln|x+1|—€ln(x —x+ 1)+_J. (Zx—l) dx =
=lln|x+1|—lln(x2_x+1)+£arctg(zx—l)+]€
3 6 3 V3
)J.x t3x+8 J‘(1+M)dx=x+ 3x g [_dx  _
x2+9 X2+ 9 X2 +9 2+ 9
—xt+ 2 2x dx__[ 1/9 dx =
2)x2+9 (x/3)? + 1
=X+%ln(x2+9)—%amtg(%)+k
Of B0 goo [2e2129 g [ 2001 gy o
x2+x+1 X2 +x+1 2 +x+1 x2—+x+1

=ln(x2+x+1)+9j—dx =

1\2 ., 3

x+ = +2

()

=ln(x2+x+1)+6\/§dex=
(29c+1)2+1
V3

2x+ 1

V3

=In(x2+x+1) +6V3 arctg( )+/e

e)J'#dFJ'#dFJ#dF
X2+ 3x + 4 4x2% + 12x + 16 x+3)2+7

- dejﬁﬁ.\r — 2 ax-
s gy
=ﬂarctg(29i/+;3)+/e
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dx
£)
(x+ D* (x* + D
Descomponemos la fraccion:

1 -4 B s Cx+ D
x+ D2+ D X+l e+ 1D a?+1

1=Alx+ D*+ 1D+ B2+ D+ Cx(x+ D2+ D(x + 1)?

Hallamos A, B, C y D:

x=-1 > 1=2B — B=1/2 A=1/2
x=0 — 1=A+B+D B=1/2
x=1 — 1=4A4+2B+4C+ 4D =-1/2
x=-2 = 1=-54+5B-2C+D D=0
Por tanto:
J' dx =J'( vz 12 1. «x dox =
e+ D22+ 1) x+1  (x+1D?2 2 xr+1
1 1 1
= —njx+1|-————-—Inx*+D+k
sl -y - D

PARA PENSAR UN POCO MAS

52 Se llama ecuacion diferencial de primer orden a una ecuacion en la que, ade-
mas de las variables x e y, figura también y' Resolver una ecuacion dife-
rencial es buscar una funciéon y = f(x) que verifique la ecuacion propuesta.

Por ejemplo, la ecuacion x y? + y'= 0 se resuelve asi:

d
y'=—xy* > d—i=—xy2 — dy=-xy*dx
Separamos las variables:

d d
—’Z =—xdx — I—‘Z =J.(—x) dx

y y

2

_l =_x_ + k - y= ;

y 2 x% -2k

Hay infinitas soluciones.

Busca la solucion que pasa por el punto (0, 2) y comprueba que la curva que
obtienes verifica la ecuaciéon propuesta.

e Buscamos la solucién que pasa por el punto (0, 2):

y=# - 2=-=- = —4k=2 = k="
x2 =2k -2 2

2

Por tanto: y =
x?+1
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e Comprobamos que verifica la ecuacion xy? +y'= 0:

x)?2 +y/=x( 2 )2_ 4x . 4 _ 4 -
x2+1 (x% + 1)? 2+ 1% (x?+ 1)?
4x 4x

- (XZ + 1)2 - (xz + 1)2

53 Resuelve las siguientes ecuaciones:

a)yy'—x=0 b)y?y'—x%=1 Ay —-xy=0
Dy Vx—y=0 y'er+1=e” ) xy'+y?+1=0
aAyy —x=0

33 < e o]

=2 =5 =2 = ypdy=xdx = dy=|xdx

y=s il ydy ydy

2 2

Yo X ik = p2=a?+2k

2 2
b)yzyl x2=1

,_ 1+ x? dy_ 1+ &2 2 _ 2

y_T %—7 = yp-dy=~10+x°) dx

3 3
JyZdy=J(1 +xd)dx = y?=x+x?+/e N

= P =3x+x3+3k = y=i/3x+x3+3/e

DY —xy=0

Y =x)y = Z—i}c=xy = 6;/—y=xdx = ch)—y=dex

x? /D) +k
l”|y|=7+/€ = |y|l=e ‘

Dy Nx —y=0

Y dy _y dy _ dx J‘dy_J'dx
Y= 5 = =5 === = — = | =
Vo dx  +x Yy X Y Vx

Ily|=2Vx +k = |p|=e2Vx+k

e)y'e+1=e"

e -1 _, dy _e*-1
er dx eV

=
eVdy=(e"-Ddx = Je}’dy=J-(ex—1)dx
eV=e*—x+k = y=mhE*-x+k
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H a2y +92+1=0

—1 -2 — 2 _
X X X 1+y X
dy J‘—l 1
=|—dx = arcigy=—+k
14,72 2 8y X
1
=ig|l—+k
y=tg(+ 4
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